
Caṕıtulo 1

Cálculo Vectorial

Resolución del Problema 1.1

Nótese que los vectores de la base inferior del cubo
están formados por dos pares de vectores paralelos y
opuestos, y por lo tanto únicamente general un par. Lo
mismo sucede con los cuatro vectores de la base supe-
rior del cubo, que en este caso generan un par del mismo
módulo pero dirección opuesta al generado por los vec-
tores de la base inferior, y por lo tanto se cancelan; aśı
pues, el conjunto de los vectores contenidos en las bases
inferior y superior del cubo forman un sistema nulo, y
proporcionan por lo tanto un par nulo y una resultante
nula.
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Queda aún analizar el efecto de los vectores restantes,
los cuales forman un sistema de vectores con dirección
vertical. De estos, hay tantos vectores con sentido ascen-
dente como con sentido descendente, por lo que generan
una resultante nula también. Sin embargo, mientras que
los dos vectores de la cara frontal son ascendentes, los
dos vectores de la cara trasera son descendentes, por lo
que genera un par no nulo. Es fácil ver que este par tiene
módulo 2, su dirección es paralela al eje Oy, y su sentido
es opuesto al de los valores crecientes de y.

Resolución del Problema 1.2

El eje central es la recta vertical que contiene los vérti-
ces superior e inferior del octoedro, y coincide por lo tan-
to con el eje Oz. Nótese que en este caso, el eje central se
puede obtener sin la necesidad de realizar cálculo alguno.
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En efecto, el sistema de vectores se puede subdividir
en los siguientes tres sistemas:

S1: formado por los cuatro vectores de la base del octae-
dro, contenidos en el plano Oxy. Al tratarse de un
octoedro regular, los cuatro vectores tienen el mis-
mo módulo, y forman dos pares de vectores (esto
es, dos a dos, tienen la misma dirección y sentidos
opuestos). Por lo tanto, el conjunto tiene una re-
sultante nula y únicamente generan un par M (el
mismo en todos lo puntos del espacio) cuaya direc-
ción es vertical y positiva en el sentido del eje Oz.

S2: formado por los cuatro vectores concurrentes en el
vértice superior del octoedro. Al ser un sistema de
vectores concurrentes, generan un momento nulo en
el vértice superior, y una resultante R no nula que
es fácil ver que tiene dirección vertical ascendente.
Este sistema es por lo tanto equivalente a un vec-
tor equipolente a R con una recta de acción colineal
con el eje Oz. En efecto, por la estructura bidimen-
sional del campo de momentos, el sistema genera
el mismo momento (en este caso nulo) en cualquier
punto contenido en el eje Oz, al ser éste paralelo a
la resultante R, y el sistema puede reducirse de la
misma manera a cualquier punto del eje Oz.

S3: formado por los cuatro vectores concurrentes en el
vértice inferior del octoedro. A todos los efectos, es
un sistema análogo a S2, que genera un momento
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nulo en el vértice inferior, y una resultante R no
nula en dirección vertical ascendente. Este sistema
es por lo tanto equivalente a un vector equipolente
a R y con una recta de acción colineal con el eje Oz.

Como cada uno de los sistemas S2 y S3 se pueden re-
ducir a un vector equipolente a R con el eje Oz como
su recta de acción, la unión de sendos sistemas es por lo
tanto equivalente a un único vector, equipolente a 2R,
y con una recta de acción colineal con el eje Oz. Por lo
tanto, para este sistema el eje Oz resulta ser su eje cen-
tral, y el momento central es nulo, ya que estos sistemas
generan un momento nulo sobre los puntos del eje Oz.
Como el sistema S1 tiene resultante nula y únicamente
genera un par M, el mismo en todos los puntos del es-
pacio, es inmediato deducir que el sistema completo de
vectores (esto es, S1 ∪ S2 ∪ S3) tiene como eje central la
recta Oz, y su momento central coincide con el par M
generado por los vectores S1 contenidos en el plano Oxy.

Resolución del Problema 1.4

El eje central del sistema es colineal con el eje Oz, y
contine por lo tanto el vértice superior del tetraedro. Una
vez más, uno puede llegar a esta conclusión únicamente
mediante la observación de la geometŕıa del sistema, y
la aplicación de las propiedades de sistemas de vectores
deslizantes.

~«. 8, y son agudos y positivos. Tanto el sistema coor-
poli gono son de rotación matemática positiva, es de-

ido de giro ( +x,+y) y el de recorrido del polígono son 
las agujas del reloj vistos desde un punto de coorde-

S\ muy grandes. 

§de Ingenieros de Caminos .1961). 

dera un tetraedro regular de arista a y el sistema 
o en la figura 1.22. Hallar su eje central y los in-

~c ar la expresión 

~] - b[a · (e" d)] + c[d · (a" b)] - d[c. (a" b)] 

nsid era el tetraedro OABC de la figura 1.23 y sobre 
·ecto res 

f = l OA,q = µAB , r = vBC,s = pCO 

k la relación entre J..,µ, v, p para que el sistema equi-:nt vector único. 
I 1 . fiº ar que en este caso e vector cortana a una recta lJª· 

l relación para que el sistema sea equivalente a un par. 
1 

lar las condiciones que expresan que un sistema de vec-
1 a un vector único que corta a una recta dada D bajo 

"· los r~sultados se empleará la siguiente notación: 
,as del sistema de vectores: X , Y, Z; L, M , N. as de la recta D = ~./J ,y,J..,µ, v. 
:Dica Superior de Ingenieros de Caminos, Septiembre de 1964) 

n sistema de vectores tiene el mismo momento respecto 
res de un triángulo, ¿a qué se reduce el sistema? 

anula el momento de un sistema de vectores respecto 
los lados de un triángulo. ¿A qué se reduce el sistema? 

ucir gráficamente un sistema de vectores a dos de mó-
l{UC uno pase por un punto dado. 

ilOStrar que 

, b) · (e II d) = (a· c)(b · d) - (a· d)(b , e) 

tost rar que 

\ b)11 V-!A d) = (a·C11 d)b - (b•CJ\ d)a 

plificar la expresión 

a 11 (b" e) +c11 (a" b) + b/\ (c11 a) 

IDStrar que en un triedro, los planos determinados por 
l bisectriz de la cara opuesta son concurrentes. 

l 
-] 

1.25 

X 
Fig. 1.22 .,. 

~., 

Fig. 1.23 

El sistema de vectores se puede subdividir en los si-
guientes dos sistemas:

S1: formado por los tres vectores de la base inferior del
tetraedro, contenidos en el plano Oxy. Al tratarse
de un tetraedro regular, los tres vectores tienen el
mismo módulo, y es fácil ver que únicamente gene-
ran un par, ya que su resultante es nula; en efecto,
cuando se sumarn los tres vectores, estos completan
un circuito cerrado, y aśı su vector suma (la resul-
tante) es un vector cuyo extremo es el mismo que
su origen, esto es, un vector nulo. Por lo tanto, el
conjunto tiene una resultante nula y únicamente ge-
neran un par M (el mismo en todos lo puntos del

espacio) cuaya dirección es vertical y positiva en el
sentido ascendente del eje Oz.

S2: formado por los tres vectores concurrentes en el
vértice superior del tetraedro. Al ser un sistema de
vectores concurrentes, generan un momento nulo en
el vértice superior, y una resultante R no nula que
es inmediato ver que tiene dirección vertical ascen-
dente. Este sistema es por lo tanto equivalente a
un vector equipolente a R con una recta de acción
colineal con el eje Oz. En efecto, por la estructura
bidimensional del campo de momentos, el sistema
genera el mismo momento (en este caso nulo) en
cualquier punto contenido en el eje Oz, al ser éste
paralelo a la resultante R, y el sistema puede redu-
cirse de la misma manera a cualquier punto del eje
Oz.

Aśı pues, el sistema completo de vectores deslizantes
(esto es, S1 ∪ S2) tiene como eje central la recta Oz, y
puede reducirse a un sistema equivalente de un único
vector R con recta de accion colineal con Oz, más un
par M, de dirección también paralelo al eje Oz, y sentido
concidente con el de los valores crecientes de z.

La obtención de los invariantes del sistema śı requiere
la realización de cálculos. En particular, como el tetrae-
dro es regular, se sabe que cada una de sus caras forma
un triángulo equilátero de arista a. Aśı, es sencillo cal-
cular el par M mediante el cálculo de los momentos que
los vectores del sistema S1 generan sobre un vértice cual-
quiera de la base del tetraedro, donde dos de los vectores
son conconcurrentes y de este modo únicamente uno de
los tres vectores genera par. Se llega aśı al resultado si-
guiente:

M =
√

3
2 a k

y por lo tanto, la invariante escalar del sistema coincide
con el módulo del par M, ya que M ‖ R. Por su parte,
el cálculo del invariante vectorial, esto es, la resultante
del sistema, se puede obtener mediante simples nociones
de geometŕıa:

R =
√

6 a k.

Resolución del Problema 1.5

El sistema de vectores deslizantes considerado es el
mostrado en la siguiente figura.

Nótese que las rectas soporte de los vectores se cor-
tan en el centroide del triángulo, esto es, en el punto
de intersección de las medianas del triángulo (ĺıneas que
pasan por los vértices y los puntos medios de los lados
opuestos). Por lo tanto, el momento que el sistema de
vectores genera en el centroide del triángulo es nulo.

Cada uno de los tres vectores del sistema se puede
expresar como combinación de los vectores que pasan
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por los vértices, esto es:

vA = AB + BC
2

vB = BC + CA
2

vC = CA + AB
2

Por lo tanto, la resultante del sistema resulta ser nula,
ya que la suma de los vectores resulta ser proporcional a
un vector con con origen y extremo en el mismo punto:

R = vA + vB + vC = 3
2 (AB + BC + BC) = 0.

Aśı pues, a través de la ecuación de cambio de mo-
mentos resulta sencillo ver un sistema de resultante nula
genera el mismo momento en todos los puntos de es-
pacio. Además, como hemos visto que el momento en
el centroide del triángulo es nulo, consecuentemente el
momento también será nulo en el punto A, aśı como el
cualquier otro punto del espacio. En resumen, el sistema
de vectores es equivalente un sistema nulo.

Resolución del Problema 1.8

a) Si un sistema de vectores tiene el mismo momento
respecto a tres puntos del espacio, puede haber dos
causas para ello. El caso trivial es aquel en el que los
tres puntos se encuentren alineados en una misma
recta paralela a la resultante del sistema; sabemos
que los infinitos puntos pertenecientes a dicha recta
tienen el mismo momento, debido a la estructura bi-
dimensional del campo de momentos. En este caso
la solucion no es tan simple, ya que los tres puntos
no están alineados, sino que cada uno se encuentra
en el vértice de un triángulo. Por lo tanto, la úni-
ca causa que permite que los tres puntos tengan el
mismo momento, es que la resultante del sistema sea

nula; en efecto, ésto permite que no solo esos tres
puntos, sino todos los puntos del espacio tengan el
mismo momento. Por lo tanto, el sistema descrito
se reduciŕıa a un sistema de resultante nula.

b) Si se anula el momento de un sistema de vectores
respecto a cada uno de los lados de un triángulo,
entonces no solo exigimos la condición del punto
anterior (esto es, que el momento sea el mismo en
los tres puntos), sino que además imponemos que
el momento sea nulo. Por lo tanto, estaŕıamos ante
un sistema de de resultante nula y momento nulo,
también referido como un sistema nulo.

Resolución del Problema 1.10

El resultado de esta expresión vectorial es el vector
nulo. En efecto, si se desarrolla cada término de la ex-
presión:

a × (b× c) = (a · c) b− (a ·b) c
c× (a × b) = (b · c) a − (a · c) b
b× (c× a) = (a ·b) c− (b · c) a

y se suman, es inmediato ver que los términos se cancelan
mutuamente. Esta expresión es también conocida como
la identidad de Jacobi.
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